Seminar: Quanten- Computing

Ausarbeitung zum Seminarvortrag:
Dekoharenz

Michael Fleck

19. Juli 2005
Prof. Miiller-Krumbhaar, Dr. E. Koch, Institut fiir
Festkorperforschung, FZ Jiilich

Abgeschlossene quantenmechanische Systeme entwickeln sich kohérent ge-
méf der Schrédinger Gleichung. In der Praxis stellt sich jedoch heraus, dass
die Annahme der Abgeschlossenheit mit zunehmender Grofe des Systems
immer unhaltbarer wird. Die Theorie der Dekohérenz beschreibt nun Effekte
in offen Quantensystemen, die durch die Ankopplung des Quantensystems an
seine Umgebung auftreten.

Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Beschreibung von offenen Quan-
tensystemen ist einfach aber raffiniert. Die Annahme ist, dass das Quan-
tensystem in Wechselwirkung mit einem einfachen Modell fiir die Umgebung
zusammen ein abgeschlossenes System ist. System und Umgebung zusammen
entwickeln sich dann geméf der Schrédinger Gleichung. Durch die Wechsel-
wirkung gehen das Quantensystem und die Umgebung zusammen in einen
verschriankten Zustand iiber. Aus diesem Zustand werden dann die Umge-
bungsfreiheitsgrade ausintegriert, weil per Definition keine Information iiber
die Umgebungszustinde vorliegt.

Die Theorie der Dekohérenz ist zunéchst fiir den klassischen Grenzfall der
Quantenmechanik entwickelt worden. Es stellt sich ndmlich herraus, dass
eben die Verschrankung von System und Umgebung - also ein zutieftst quan-
tenmechanischer Effekt - Ursache dafiir ist, dass in der klassischen Physik
Superpositionen von Zustdnden unterdriickt sind.

Mit Aufkommen des Quanten-Computing hat sich die Bedeutung der Deko-
hérenzforschung deutlich verschoben. Die Dekohérenz zerstort Superpositio-
nen, und macht aus einem Quanten-Computer einen klassischen Computer.
Es ist daher wichtig die Dekoh&renzmechanismen zu verstehen, um sie be-
herrschen zu koénnen.
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1 Einleitung: Schrodingers Katze

Bei dem Gedankenexperiment »Schrodingers Katze« befindet sich eine Katze zusammen
mit einem Vergiftungsapparat und einem instabilen Atom in einer Kiste. Die Kiste soll
ihr Inneres zunéchst vollstdndig von der Umgebung isolieren. Das Atom soll nur zwei
Basiszustédnde einnehmen kénnen: Einen angeregten Zustand und den Grundzustand.
Die Kopplung zwischen Atom, Vergiftungsapparat und Katze sei so gewdhlt werden,
dass der Grundzustand den Vergiftungsapparat aktiviert und die Katze totet, wahrend
der angeregte Basiszustand den Vergiftungsapparat nicht aktiviert und die Katze am
Leben lasst.
Das System sei anfangs in einem Produkt aus Basiszustédnden:

[¥(0)) = |leben) i [inaktiv)y 4 |1) 4 (1)

Atom A im angeregten Basiszustand, Vergiftungsapparat VA inaktiv und Katze K
lebendig.

Der angeregte Zustand des Atoms entwickelt sich nach den Zerfallsgesetzen zu einer
Superposition beider Basiszustédnde des Atoms. Die oben beschriebene Kopplung erzeugt
dann nach der Zeit ¢ einen Zustandsvektor der Form:

() = alt) [tot) g [0) 4 + b(t) [leben) g 1) 4 (2)



Dabei ist der Zustand des Vergiftungsapparates aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht
mehr mit geschrieben worden.

Nach konsequent quantenmechanischer Interpretation ist die Katze in diesem Zu-
stand gleichzeitig tot und lebendig. Dieser quantenmechanische Zustand kann nicht
mit einem klassischen Verstindnis' interpretiert werden, da Superpositionen nicht in der
Erfahrungswelt der klassischen Physik auftauchen.

Als klassischer Beobachter sieht man die Katze entweder tot oder lebendig. Formal
bedeutet das, dass der Zustand (2) bei einer Messung in einen seiner Eigenrdume pro-
jeziert wird. Diese Projektion von der Superposition von Zusténden in einen Eigenraum
eines Basiszustandes wollen wir in zwei getrennte Operationen unterteilen:

1. Zerfall der Superposition in ein klassisches Ensemble von Alternativen

2. Auswahl einer der klassischen Alternativen

Die beiden Operationen werden in den folgenden beiden Unterabschnitten beschrieben.

1.1 Zerfall der Superposition in ein klassisches Ensemble von Alternativen

Formal l&dsst sich der Zerfall der Superposition am besten mit Hilfe der Dichtematrix
darstellen: Aus der Dichtematrix des reinen Zustandes p¢ = [¢(t)) (¢(t)| wird ein ge-
mischter Zustand p™:

o lOF a@r®\ o (la@F 0
p‘(a*(t)b(t) rb<t>\2> p ‘< 0 \b<t>r2> ®)

dabei sind die Basisvektoren der Matrix wie folgt definiert:

[tot) 0) = ( (1) > ;|leben) |1) = ( (1) >

Die Matrix p™ kann als klassisches Ensemble von Zusténden interpretiert werden: Mit
Wahrscheinlichkeit |a(t)|%ist die Katze nach der Zeit t getétet worden, und mit der
Wahrscheinlichkeit |b(¢)|2 lebt die Katze zum Zeitpunkt ¢ noch. Im Zustand p™ ist die
Superposition zerstort, weil die Nichtdiagonalelemente, die Interferenzterme, verschwun-
den sind.

Der Ubergang von p¢ zu p™ wird durch die Theorie der Dekohirenz, also die Ankop-
plung an die Umgebung, erklért.

1.2 Auswahl einer der klassischen Alternativen

Nach dem die Superpositionen zerstért sind, wird das System durch ein Ensemble aus
zwei alternativen Zustdnden beschrieben: eine tote und eine lebende Katze. D.h. die
unanschauliche Gleichzeitigkeit ist noch nicht ganz iiberwunden, und das System befindet
sich noch nicht in einem Zustand, der bei einer Einzelmessung gefungen wiirde. Wird

'Ein klassisches Verstindnis interpretiert Beobachtungen mit Erfahrungen aus der klassischen Physik



der Zustand der Katze gemessen, so ist sie mit der Wahrscheinlichkeit |a(t)|? tot und
mit der Wahrscheinlichkeit |b(t)|? lebendig. Ist das Ergebniss nun eine tote Katze, so
bleibt die Frage was aus der lebendigen Katze geworden ist.

2 Das Problem der Messung

Quantenmechanische Systeme kénnen Superpositions-Zustéinde einnehmen, aber bei einer
Messung des Systems findet man dieses immer nur in einem der Basiszustéinde. Das Prob-
lem der Messung ist die Frage, wie dieser messinduzierte Zerfall der Superpositionen in
einen einzelnen Basiszustand zu interpretieren ist.

Das Problem der Messung ist so alt wie die Quantenmechanik selbst, und die beiden
wichtigsten, auch heute noch giiltigen Interpretationen, wurden lange vor der Entwick-
lung der Dekohérenztheorie vorgeschlagen. Bevor die Theorie der Dekohdrenz aufkam
musste ein Interpretationsansatz den gesammten Zerfall von der Superposition in einen
einzelnen Basiszustand erkldaren. Jetzt brauchen giiltige Interpretationen nur noch die
Auswahl einer der klassischen Alternativen zu erkldren.

2.1 Kopenhagener Interpretation der Messung

Nach der Kopenhagener Interpretation, vorgeschlagen 1928 von Niels Bohr, ist dieser
Zerfall eine Folge der Wechselwirkung der klassischen Messapparatur mit dem quanten-
mechanischen System. Diese Interpretation impliziert eine Grenze zwischen der Quan-
tenmechanik und der klassischen Mechanik.

Abgeschlossene Systeme entwickeln sich gem&f der Schréodinger Gleichung, und wenn
Systeme dieser Art mit einer klassischen Apparatur untersucht werden, dann kommt es
aufgrund der Wechelwirkung zwischen System und klassischem Messapparat zu einer
neuen Dynamik, dem Kollaps der Wellenfunktion.

Die experimentelle Herrausforderung dieser Interpretation ist die Suche nach einer
kollapsartigen Abweichung der Schriodinger Gleichung an der Grenze zwischen Quanten-
mechanik und klassicher Mechanik. Ungliicklicherweise sind die Effekte der Dekohérenz
gerade so, dass sie wie ein Kollaps aussehen, obwohl die Theorie der Dekohérenz die
Schrédinger Gleichung respektiert.

2.2 Everett Interpretation

Die Everert Interpretation, vorgeschlagen von H. Everett 1957, ist sozusagen der zur
Kopenhagener Interpretation komplementédre Ansatz. Nach dieser Interpretation gilt
die Schré-dinger Gleichung immer. Ist nun die Schrédinger Gleichung immer giiltig,
bleiben nach dem Zerfall der Superpositionen durch Dekohérenz alle {ibrigen klassischen
Alternativen erhalten. Durch die Messung koppelt der Beobachter an das System. Es
entsteht fiir jede klassische Alternative des Systems ein eigener Beobachter. Der fiir eine
spezielle Alternative erzeugte Beobachter hat die subjektive Wahrnehmung, dass nur
seine Alternative vom System realisiert wurde.
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Figure 1: Modell einer quantenmechanischen Messung (aus [3])

Die Struktur der Welt ist damit extrem reichhaltig, denn bei jeder Wechselwirkung
zweier Systeme kommt es zu einer Aufspaltung der Realitédten in beliebig vielen Verzwei-
gungen.

3 Modell einer quantenmechanischen Messung

3.1 QM-Messung nach von Neumann (1932)

In diesem Abschnitt soll am Modell einer quantenmechanischen Messung gezeigt wer-
den, wie Dekohdrenz den Zerfall der Superpositionen erklart. Der quantenmechanische
Messprozess soll so einfach wie moglich modelliert werden. System und Messapparat
seien beide quantenmechanische Qubit-Systeme.

Gedanklich kann man sich das Modell einer einfachen quantenmechanischen Messung
wie ein Stern-Gerlach-Experiment vorstellen. Abbildung 1 zeigt einen solchen Auf-
bau. Ein Spin in einem Superpositions-Zustand aus Spin-up und Spin-down tritt am
Punkt A in das Feld eines reversiblen Stern-Gerlach-Magneten ein. Der reversible Stern-
Gerlach-Magnet fithrt zu einer rdumlichen Separation der Basiszustdnde, wie in der Ab-
bildung 1 durch die unterschiedlichen Trajektorien der Spin-up- und Spin-Down-Zusténde
angedeutet. Am Punkt B kommt es wieder zur Uberlagerung, sodas bei ungestértem
Durchgang des Spins durch den reversiblen Stern-Gerlach-Magneten der Superpositions-
zustand erhalten bleibt.

Nahe der Trajektorie des Spin-up-Basiszustandes soll nun ein Qubit-Detektor ste-
hen, der nur mit Spin-up-Basiszustdnden wechselwirkt. Der Qubit-Detektor kann die
Basiszustéinde Zeiger-rauf und Zeiger-runter einnehmen, und sei anfangs im Zustand
Zeiger-runter. Tritt nun ein Spin-up in Wechselwirkung mit dem Detektor, so flippt



der Zeiger des Detektors, und der Spin-up-Zustand bleibt erhalten. Formal kann die
Wechselwirkung zwischen Spin und Detektor wie folgt beschrieben werden:

1A = DA (4)
Das System sei anfangs in folgendem Produktzustand:
|6") = [¥) |A]) = (a|1) + B11)) |A}) (5)

Dabei ist |1)) ein beliebiger Spin-System-Zustand. Unter der Wirkung der oben beschriebe-
nen Wechselwirkung entwickelt sich das System in folgenden korrelierten Endzustand:

6) = a[) [An) + 511 [A)) (6)

Die Dichtematrix dieses korrelierten Endzustandes sieht dann wie folgt aus:

p° |9°) (9]

(a[T) [Ar) + 811 1AD) (@ (T (Ar] + 57 (L[ (A, ])
Jaf® 1) (111 A7) (Al + @B 1) (L] Ag) (4]
B0 (THAD (Ar] + 1817 1) (L14) {Ay]

= (o) i mian=(4): wan=(3) @

Weil der Anfangszustand eine Superposition war, hat die Dichtematrix nicht verschwindende
Interferenzterme, und Spin-System und der Detektor befinden sich in einem verschrink-
ten Zustand.

Wird nun die Information des Detektors ausgelesen, so findet man diesen mit Wahrschein-
lichkeit |a|2 im Zustand Zeiger-rauf, was bedeutet, dass das Spin-System im Zustand
Spin-up war, und mit Wahrscheinlichkeit |3 |2 im Zustand Zeiger-runter, was bedeutet,
dass das Spin-System im Zustand Spin-down war. Man wird ihn nie in einem Superpositions-
Zustand aus Zeiger-rauf und Zeiger-runter finden. Das bedeutet aber, dass die Dichte-
matrix (7) das Messergebniss noch nicht richtig beschreibt.

Auferdem wird mit Zugriff auf die Informationen des Detektors der Superpositions-
Zustand des Spins-Systems zerstort. Das duflert sich in einer direkten Messung des
Spin-Systems am Ausgang B.

Dessen war sich auch J. von Neumann bewusst, der 1932 als erster eine solche quan-
tenmechanische Messung vorstellte. Um die Theorie der Mesung zu vervollstdndigen
postulierte er an dieser Stelle einen nichtunitiren »Prozess 1«, der bei der Auslesung der
Informationen des Detektors aus der Dichtematrix (7) die Diagonalmatrix (8) erzeugt:

o= (8 ) ma wian= () wear=(9) @



3.2 Die Frage nach der bevorzugten Basis

Das Postulat eines solchen Prozesses ist nicht ganz unproblematisch, denn war die Dichte-
matrix (7) noch basisunabhéngig, so ist die Bildung der Diagonalmatrix (8) nicht mehr
unabhéngig von der gewdhlten Basis.

In der oben gewidhlten z-Basis erzeugt die Wechselwirkung zwischen System und Ap-
parat bei Spin-up einen Zeiger-Flipp, und bei Spin-down keine Verdnderung des Zeigers.
Die Basiszusténde verdndern sich unter der Wechselwirkung zwischen System und Ap-
parat in folgender bereits genannter Weise:

I 1A = 1) A

W 1An) = 11)]4n) (9
Wiihlen wir an statt der z-Basis die kojugierte x-Basis:
) = ()
A) = = (A% 1A) (10)
So verdandert sich auch die Form der Wechselwirkung in dieser Basis:
1AL = 5 (£ 1) (4D + A7)
= S AL £ 1 1AD +11) |4 = 1) 147)
S UL IAY £ DAY + I 1A £ 1) 147)
= S UV =) (A +147) = ) |4,) (1)
)AL = 5 (D £ M) (A~ A7)
= S UDIAD T 1) A7) — 1) 14 = 1) 14)
S DA FIN 1A — 1) A7) £ 1) A7)
= SUDFIN A ~14) =) |4) (12)

Die Basiszusténde der konjugierten Basis verandern sich also unter der Wechselwirkung
wie folgt:
[£) |A-)
[£) |A4)

T T
()
S
L

(13)

In dieser Basis misst das Spin-System die Phase des Detektors, und es scheint als ob
sich die Messinformation in die entgegengesetzte Richtung bewegt. Bis zu dieser Stelle



ist der nichtunitdren Prozess 1 noch nicht in Erscheinung getreten. D.h. diese etwas
seltsame Ungewissheit wer hier eigentlich was misst ist eigentlich nur Ausdruck der Ba-
sisunbestimmtheit der Quantenmechanik. Mit der Bildung geeigneter Superpositionen
lasst sich (9) jederzeit in (13) um schreiben.

Sobald aber der nichtunitére Prozess 1 in einer der beiden Basen ausfiihrt wird, sind
alle Superpositionen zerstort, und die Wahrheitstabellen (9) und (13) sind nicht mehr
dquivalent.

Die Frage ist also in welcher Basis muss der »Prozess 1« ausgefithrt werden. Diese
Antwort kann ein Postulat natiirlich nicht liefern. Gliicklicherweise kann die Theorie der
Dekohérenz den Prozess 1 als Folge der Verschrankung mit der Umgebung erkldren, und
damit auch die Frage nach der bevorzugten Basis klaren.

3.3 Theorie der Messung mit Dekohirenz

Zur Vervollstindigung der Theorie der Messung soll die Umgebung méglichst einfach
modelliert werden. Wir nehmen daher an, dass die Umgebung auch ein Qubit-System
ist.

Die Wechselwirkung zwischen quantenmechanischem Apparat und der Umgebung sei
analog zu der Wechselwirkung zwischen Spin und Apparat. Die Umgebung sei anfangs im
Zustand |E1). Befindet sich der Apparat im Zustand |A4), so verdndert sich der Zustand
der Umgebung in den Zustand |E»), befindet sich der Apparat hingegen im Zustand |A)),
so verdndert sich der Zustand der Umgebung nicht. Das drei Qubit-System bestehend
aus Spin-System, Messapparat und Umgebung starte in dem folgenden Produktzustand:

|¢') |E1) = [¥) [A)) |E1) = (a|T) + BI1)) |A)) | E1) (14)

Dieser Zustand entwickelt sich dann unter den Wechselwirkungen zwischen Spin-System
und Apparat sowie Apparat und Umgebung in folgenden korrelierten Endzustand:

(W) = a|T) |Ay) [E) + BL) [A)) | Ev) (15)

In diesem Zustand ist das System Spin und Apparat mit der Umgebung verschréankt. Die
Dichtematrix dieses Zustandes hat dann die folgende Form:

pto= [0 (¥

(a[) A1) |E2) + B11) |A;) [Ex)) (e (T (Ag] (Ex| + 57 (L] (A | (Enl)
Jal® 11) (11 1Ap) (Ap] [ E2) (B2l + a8 1) (1] |A1) (AL] | B2) (B
+aB11) (1AL (A 1B (Ea| + 1617 1) (L |A}) (A |En) (B4

= (o) i manie = () manie)=(§) o

Uber den Zustand der Umgebung existiert keinerlei Kenntniss. D.h. die Umgebungs-
freiheitsgrade miissen ausintegriert werden. In diesem Fall bedeutet das, dass wir die



parzielle Spur iiber die Umgebungszustinde bilden miissen. Es ergibt sich dann die
reduzierte Dichtmatrix:

Pr = TTE|\IJ> <\Ij|
= Y (B (V|E)  falls (E;|E;) =6 (17)

i

= ol 1) (111Ay) (Ar]+ 1817 11) L1142 (4, 9
2
= () miemian= (5 ) smian=(1) a9

Es ergibt sich also automatisch durch die Verschrankung mit der Umgebung die Diago-
nalmatrix (8), und das Postulat des Prozesses 1 ist mit der Theorie der Dekohédrenz nicht
mehr notwendig. Die Bedingung (17) orthogonaler Umgebungszusténde ist wichtig, denn
fiir nicht orthogonale Zusténde wiirden die Interferenzterme in der reduzierten Dichte-
matrix nicht verschwinden, wie wir bei der Berechnung der Dekohérenz eines einzelnen
Qubits in Abschnitt 4 noch sehen werden. Die Annahme orthogonaler Zustande ist durch-
aus gerechtfertigt, denn die Umgebung besteht im Allgemeinen aus einer sehr grofen Zahl
von Freiheitsgraden. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand |A;) mit nicht
verschwindender Amplitude an den selben Umgebungszustand wie der Zustand |A|) kop-
pelt, sehr gering. (sieche Abschnitt 4)

Die Frage nach der ausgezeichneten Basis wird durch die Wechselwirkung zwischen
Apparat und Umgebung beantwortet. Hier wurde die Wechselwirkung in der gewohnten
z-Basis definiert, und als Folge davon ist die reduzierte Dichtematrix diagonal in der
z-Basis.

Im Allgemeinen sind Wechselwirkungen eines Systems mit der Umgebung Streuprozesse
durch Streuteilchen wie Photonen oder Luftmolekiile. Nach der Streutheorie sind Streu-
prozesse lokal, was Ursache dafiir ist, dass insbesondere in groferen Systemen die Orts-
basis gegeniiber der Impulsbasis ausgezeichnet ist.

4 Dekoharenz eines einzelnen Qubits

In diesem Abbschnitt soll die Zeitentwicklung eines einzelnen Qubits in Wechselwirkung
mit seiner Umgebung berechnet werden. Anschliefend soll die reduzierte Dichtematrix
des verschriankten Zustandes gebildet werden. Die Rechnung wird zunéchst durch das
sehr grobe Modell eines Qubits in Wechselwirkung mit einem einzelnen Umgebungsspin
(Abschnitt 4.1) erldutert. In Abschnitt 4.2 wird die Umgebung vergrofert, um das Deko-
hérenzmodell zu verbessern. Das hier dargestellte Modell der Dekohédrenz eines einzelnen
Qubits ist nach einer Rechnung von W. H. Zurek in [4](siehe auch [2] Abschnitt VI A. 1.).

4.1 Qubit in Wechselwirkung mit einem Umgebungsspin

Bertachten wir allerdings zunéchst eine zwei Qubit-Anordnung, bestehend aus einem
zentralen Spin mit den Basiszustdnden {|f);|{)} und einem Umgebungsspin mit den



Basiszustanden {|1);|])}. Der Hamitonian des Systems habe die folgende Form:

Hing =g (M) (M =) @ @ (1) (1T =11 (L)

g 0 0 0

o =g 0 o0

“ o o —g o0 (20)
00 0 ¢

Dabei ist ¢ die Kopplungskonstante. Aus Giinden der Ubersichtichkeit ist der Hamilton-
Operator in Matrix-Darstellung geschrieben worden. Dabei sind die Basisvektoren wie
folgt definiert worden:

1 0 0 0
0 1
min=| g | smm={g [ wm=7:mm={g|
0 0 0 1
Der Anfangszustand sei ein beliebiger Produktzustand:
[2(0)) = (alf)+B[)® (A1) + BIl))
1 0 0 0
= aa| o |+an| o |48al ] |+oB] ] (22)
0 0 0 1

Das Gesamtsystem Spin und Umgebung sei Abgeschlossen, d.h. die Zeitentwicklung |®(¢))
des Zustandes |®(0)) ergibt sich durch Anwendung des Zeitentwicklungsoperators zu
(wobei i = 1):

|®(t)) = exp{— sztt}|<I>0
et 0 0
0 e 0
- 0 0 eigt 0 [©(0)
0 0
1 0 0 0
= aAe ' 8 + aBe't (1) + BAeY! (1) + 3Be” ! 8
0 0 0 1
= adAe M) 1) + aBe |0 |1)
HOACTEY) 1) + BB W)
= alf) (Ae79 1) + Be|])) + B[4) (A€’ 1) + Be " |1))
= oM [Ey@) + B [ Ey(t)) (23)
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Dabei sind die Umgebungszustinde {|E4(t));|Ey(t))} die Zustéinde, die an die Ba-
siszusténde {|f}); [{})} des zentralen Spins ankoppeln. Die Dichtematrix des zeitentwick-
elten Zustandes sieht mit den Umgebungszustianden wie folgt aus:

p = |2@1) (2()

(|} [E(8)) + B 1) [Ey () (o™ (0] (B (8)] + 57 (U] (Ey (8)])

= Jal* 1) (M Ep(8)) (Ep(6)] + aB” 1) (U] 1B (0) (By(t)] (24)
+aB14) (M 1By (1)) (Ep(6)] + 817 1) (U] By () (By (1)]

Die reduzierte Dichtematrix errechnet sich dann wie folgt:

pr = Tre|®(t)) (2)]
= ) (ile)) (@(1)]4) (7 1) = i

= lal* ) (] Z (1Eq(t)) (Ep(8)]4) + b7 [1) (U] Z (i |E(t)) (Ey ()] 4)
+a” B ) (] Z (0| By(t)) (Ep ()] 6) + 1817 14) (U] Z (i1 Ey(t)) (Ey(®)]4)

ol 10 O (Ba(6) | B () + oB* 1) (U] (Bu(t) | By (1)
ot B 1) (] (B (0) |2 (1)) + 181219 (8] (Bl | Eu(t))
ol ) (] + a8 1) U (B 1By (8)
o818 (] (B () [Eu(0)) + 181214 ()
B af? o (Ey (1) | By (1))
- <Mﬁ@MMEﬂﬂ 82 ) (25)

Fiir das Skalarprodukt r(¢) der beiden Umgebungszustinde ergibt sich folgendes:
r(t) = (Ep()[Ey(t))

= (A (1] + BRI (1]) (AeTi |1) + Bei® |1))

— ‘A‘2 ei2gt 4 ‘B’2 e—i2gt (26)

= cos(2gt) + i <|A|2 - |B|2) sin (2gt) (27)
Der Betrag von r(t) ergibt sich zu:

2

() |2 = cos? (2gt) + <|A|2 - |B|2) sin? (2gt)
Das Skalarprodukt r(¢) der beiden Umgebungszusténde ist ein zeitlich oszillierender Fak-
tor mit |r(t)] < 1. Die Periodische Zeitabhangigkeit ist Ausdruck der Poincaré’schen
Wiederkehrzeit. Mit Zunahme der Anzahl Freiheitgrade wird die Poincaré’schen Wiederkehrzeit

vergrofert. D.h. um zu brauchbaren Resultaten zu kommen muss das System, und in
diesem Fall speziell die Umgebung vergréfhert werden.
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4.2 Dekohdrenz eines einzelnen Qubits im Spinbad

Die Berechnung der Dekohérenz eines einzelnen Qubits im Spinbad geht ganz analog zur
Berechnung der Dekohédrenz eines einzelnen Qubits in Wechselwirkung mit nur einem
Umgebungsspin. Der Hamitonian des Systems habe jetzt die folgende Form:

N N
Hint = (11 (0 = ) (U) @ ng H 1 @ (1Te) (Tl — &) (L) (28)
k=1 C_
1=1
i1 #k
Die Kopplungskonstanten g seien alle verschieden, und die Umgebungsspins wechsel-
wirken nur mit dem zentralen Spin, nicht untereinander. Der Anfangszustand sei analog
zu (22) ein beliebiger Produktzustand:

N
12(0)) = (e Ift) + B 1) [ (Ak 1) + Br [1x) (29)
k=1

Fir den zeitentwickelten Zustand

[@(8)) = o[} [Eq(8)) + B 1) |Ey (1)) (30)

lassen sich wie in (23) Umgebungszustinde definieren. Fiir die Umgebungszusténde

ergibt sich:
N

B () = TT (A [16) + Bre | 14)) = | By (~1)) (31)
k=1
Mit der Definition der Umgebungszusténde ergibt sich fiir die Dekohédrenz eines einzelnen
Qubit im Spinbad formal die gleiche reduzierte Dichtmatrix wie bei der Dekohérenz eines
einzelnen Qubits in Wechselwirkung mit nur einem Umgebungsspin (25):

= (s <Ei?t|>2 sy O Jman = (g )= () @

Dabei ergibt sich fiir das Skalarprodukt der beiden Umgebungszusténde:
r(t) = (Ep(t) |Ey ()

N
_ H <|Ak|2 29kt 4| By |2 e—i2gkt> (33)
k=1

Dieses Produkt soll nun ausmultipliziert werden. Um die entstehende Summe formal
darstellen zukénnen bendtigen wir eine Basis bestehend aus 2V Zusténden fiir alle Umge-
bungszustéinde. Wihle die Basis {|j) = [11) ® |]2) ® --- ® |Tn)} wobei j alle moglichen
Spinkombinationen durchnummeriert. Damit ergibt sich fiir r(¢):

2N
r(t) = ij exp {—i2w;t} (34)

j=1
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Dabei sind die p; = |(j|E(t = 0))]* Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Anfangszu-
stand |F(0)) der Umgebung in den j-ten Basiszustand |j) und die w; = (f¥] (j| Hine |J) [1)
sind die Eigenwerte des Hamilton-Operators zum j-ten Basiszustand?. Das Betragsquadrat
von r(t) ist:

Z pip; cos {2(w; — w;)t} (35)

1,j=1

Bilde den zeitlichen Erwartungswert:

(rf) = Jm - /0T1r<t>\2dt

= Y Jim o / z pip; cos {2(wi —wy)th i (36)
j=1 i,j=1
i F ]
2N
j:l

= H L+ B

Da Ai + Bé < 1, wegen der Normierung, ist der zeitliche Erwartungswert fiir grofe N
exponentiell klein. Die Dekohérenz ist mit wachsender Anzahl von Freiheitsgraden expo-
nentiell effektiv, und nur die Basiszusténde {|f}); |[{})} der Wechselwirkung sind invariant
unter Dekohérenz.

5 Der Klassische Grenzfall der Quantenmechanik

Damit die klassische Physik im klassischen Grenzfall aus der Quantenmechanik hervorge-
hen kann miissen zwei Bedingungen fiir die Objekte? der Quantenmechanik und der
klassischen Mechanik erhiillt sein:

1. Dynamischer Grenzfall: Die Objekte miissen im Grenzfall der gleichen Dynamik
gehorchen

2. Kinematische Grenzfall: Die Beschreibung der Objekte muss im Grenzfall in einan-
der iibergehen.

Der dynamische Grenzfall ist durch das Ehrenfest-Theorem beschrieben, und wird an
dieser Stelle nicht weiter diskutiert. Der Kinematische Grenzfall ist die Frage, wie aus

2Der Hamiltonian ist in der j-Basis diagonal
3Das Objekt der Quantenmechanik ist die Wellenfuktion, und Qbjekt der klassischen Mechanik ist der
Massenpunkt.
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einer quantenmechanischen Wellenfunktion im Hilbertraum ein Massenpunkt im klassis-
chen Phasenraum werden kann. Auch wenn der Massenpunkt auf Grund der Unschérfer-
elation mit der Quantenmechanik iiberhauptnicht vertréglich ist, so kann er doch durch
ein Gausssches Wellenpaket angendhert werden. Das Zentrale Problem, was aber dann
immernoch bleibt, ist die bereits gestellte Frage: Warum tauchen in der klassischen
Physik keine Superpositionen von Zusténden auf? Diese Frage ist prinzipiell so alt wie
die Quantenmechanik. Albert Einstein hat sie z.B. so formuliert:

»Man muf sich schon wundern, dass eine Fliege, die man zum ersten mal
sieht, so etwas wie lokalisiert erscheint«

Mit der Theorie der Dekohédrenz ist nun ein entscheidender Schritt zur Beantwortung
dieser Frage getan.

5.1 Raumliche Lokalisierung durch Streuung

Alle makroskopichen Objekte erscheinen immer wohllokalisiert im gewdhnlichen Raum
und nicht etwa im Impulsraum. Diese Auszeichnung der Ortsbasis gegeniiber der Impuls-
basis ist nicht verstdndlich, wenn man das Objekt als abgeschlossenes Quantensystem
betrachtet, denn in der Quantenmechanik gibt es keine ausgezeichnete Basis.

Gerade bei grofen Objekten sind Streuprozesse von Umgebungsteilchen am Objekt ex-
trem haufig und daher nicht zu vernachléssigen. Die Streutheorie sagt, dass der Zustand
eines gestreuten Teilchens vom Ort z des Streuzentrums abhingt. Damit »misst« das
Streuteilchen die Position des Streuzentrums. In erster Ndherung kann der Riickstof ver-
nachléssigt werden, sodass ein einzelner Streuprozess mit Streuzentrum am Ort x analog
zum von Neumann-Schema, also gemaf

) |®o) — [) [®2) (37)

ablduft. Dabei ist |®,) der Zustand des Streuteilchens, der Informationen {iber den Ort
der Streuzentrums besitzt. Der Zustand |z)|®,) ist ein verschrénkter Zustand. Die
Verschrinkung dufert sich in der gegenseitigen Information. Bildung der reduzierten
Dichtematrix bedeutet in diesem Fall, dass mit jedem Streuprozess die Dichtematrix
mit einem Faktor multipliziert wird, der durch das Skalarprodukt der entsprechenden
Streuzustande |®,) und |®,/) gegeben ist,

p(x,2') — plz,2') (P | D) (38)

Dieser Faktor ist nahezu null, falls die Wellenléinge des streuenden Teilchens kleiner ist
als die betrachtete Distanz |z — 2|

0 falls |z —2'| > X

(@ |02) = { 1-0[(z—a)?] falls |z—2a'| <X (39)

Der Fall zwei, wo das Skalarprodukt der beiden Streuzusténde ein kontrahierender Faktor
ist, ist von besonderem Interesse, da er ermdglicht eine Dekohérenzzeit zu definieren.
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a=103cm a=10%cm a=10%cm

Staubkorn Staubkorn GroPes Molekiil
Kosmische Hintergrundstrahlung 108 106 1012
300K — Photonen Jinits 1012 109
Sonnenlicht 1021 1017 1013
Luftmolekile 1036 1032 10%°
Laborvakuum 1041 i i

Table 1: Lokalisierungsrate A in cm~2?s~! fiir verschieden groke »Staubkérner« und ver-

schiedene Streuprozesse. (aus [1])

Finden némlich viele solcher Streuprozesse statt, so ergibt die Bildung der reduzierten
Dichtematrix eine exponentielle Dampfung der Koherenz:

pla, 2’ t) = p(x,2’,0) exp { —At(z — 2)*} (40)
Dabei ist die »Lokalisierungsrate« Agegeben durch:
k’o.¢tNv

A=l 41

8tV (41)

Hier ist k die Wellenzahl des einlaufenden Teilchens, o, von der Gréfenordnung des to-
talen Streuquerschnitts und Nv/V die Flussdichte der Streuteilchen. Mit der Lokalisier-
ungsrate wird das Auftreten von Superpositionen zu einer quantitativen Frage. In
Tabelle 1 sind die Lokalisierungsraten fiir verschieden grofse »Staubkdérner« und ver-
schiedene Streuprozesse berechnet. Besonders effizient ist die Streuung von Luftmolekiilen
aufgrund ihrer kleinen de-Broglie Wellenldnge. Es ist auch zu sehen, dass selbst in einem
Laborvakuum Streuungen von Luftteilchen ein » Straubkorn« immer lokalisiert erscheinen
lassen.

5.2 Bewegungsgleichungen unter dem Einflu von Streuung

Die zeitliche Entwicklung der Dichtematrix eines Staubkorns ergibt sich ndherungsweise
als Kombination der von Neumann Gleichung mit Zusatztermen die den Einfluss der
Streuprozesse beschreiben.

ap

| = Hin7
! [ tpHat

(42)
Streuung
Der fiir grofere Objekte wesentliche Anteil ist das exponentielle Abklingen der Kohérenz
zwischen verschiedenen Orten. Fiir ein »freies« Teilchen ist Hjn; = p? /2m und fiir eine
Raumdimension lautet die Bewegungsgleichung dann explizit (A = 1):

Z,8p(:13,:n’,75) 1 < 0? 0?

ot 2m

= 02 @) p—il(z —a')?p (43)
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(a)

Figure 2: Dichtematrix einer Superposition zweier gaussscher Wellenpakete mit Abstand
Az und Breite dz. (aus [3])

Erweiterte Modelle, die auch den Riicksto bei der Streuung beriicksichtigen (»Quan-
tum Brownian Motion«) liefern kompliziertere Gleichungen, wie z.B. die folgende Master
Gleichung im Hochtemperatur-Limit:

,3P(l’,l’/7t) _ 1 82 82 ; N2 ; / 9 9 /
T |\ o) AT Al G gy ) e )
(44)

Mit dieser Gleichung kann man sehr schén den Unterschied zwischen Dekohérenz (A-
Term) und Dissipation (vy-Term) diskutieren. Im Makroskopischen ist Dekohdrenz bei
weitem effektiver als Dissipation. Fiir das Verhéltnis von Dekohérenz zu Reibung ergibt
sich:

Dekohrenz A

M T DA
Reibung T

In einfachen Modellen ist A = m~ykgT/h%. Damit ergibt sich fiir das Verhéltnis:

Reibung ~ h?

Dekohrenz  2mkgT ., 10% (45)

Mit Hilfe sogenannter Schrédinger-Cat-States soll nun gezeigt werden, was die Master-
gleichung (44) mit Superpositionen macht. Der Schrodinger-Cat-Zustand ist eine Uber-
lagerung von zwei Gaussschen Wellenpaketen mit Abstand Az und Breite dzx.

o) = 5 D@ ) XX @)+ X @) @ @)
T T 2
@) = ) ~en{ IS (46)
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Die Dichtematrix (46) ist in Abbildung 2 (a) fiir die Zeit t = 0 und (b) fiir einen spiteren
Zeitpunkt dargestellt. Man sieht deutlich wie die Interferenzterme zum spéteren Zeit-
punkt geddmpft sind, wihrend die Diagonalterme fast unbeeinflusst sind.
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