Der Shor Algorithmus




Ubersicht

m Zahlentheoretische Grundlagen: Finden der
Ordnung

m Diskrete Fouriertransformation (klassische und
quantenmechanische Realisierung)

B Phase Estimation

m Shor Algorithmus in der Ubetsicht




Das RSA Kryptographieverfahren

m Zetlegung einer Zahl N logN1/3(log[log(N)])?/3
in Faktoren, Aufwand: €

m Verfahren sicher, solange kein schnellerer
Algorithmus existiert.

m Beispiel: Zahl, die in Dezimaldarstellung 300 Stellen

hat —=  Rechendauer: mehrere Mrd Jahre




Quantencomputer

® Shor‘s Algorithmus: polynomialer Autwand

m Anwendbar falls N ungerade und N ist keine Potenz
einer Primzahl

B Bisher: 15=5*3

O(ZOQ(N)Q/B) PR ) (¢ | (N)])z/S)




Rechnungen in mod N

B Definition: r=ymod N S xr=y+n-N

m [ur uns wichtig: x mod N gibt den Rest an, der bei der
Division von N durch x ubrigbleibt:

16 mod 11 =5

m Mit den Gleichungen kann man (fast) wie gewohnt
rechnen:

(z mod N = z;) und (y mod N = z3) T -y Mo dN =212 mod N




F aktorisierung von N

r“ =1 mod N

21

B Wenn (r+1) und (r-1) kein trivialer Faktor: bestimme
orolsiten gemeinsamen Teiler mit euklidischem
Algorithmus (effizienter)




Ordnung

B Als Ordnung einer Zahl g mod N bezeichnet man die
kleinste ganze Zahl k mit:

11?2 mod 21 =121 mod 21 = 16 mod 21

11° mod 21 =16-11 mod 21 = 8 mod 21

¢" mod N =

11* mod 21 =8-11 mod 21 =4 mod 21
11° mod 21 =4-11 mod 21 = 2 mod 21

11° mod 21 =2-11 mod 21 = 1 mod 21

m Wir brauchen:
r?> =1 mod N

m [alls man gerade Ordnung k findet:

p(k gerade und ¢*/2 # —1 mod N) > 1 — 27"



Beispiel

® Ordnung von 11 mod 21 ist 6

r=11%2 =113 = 1331

m 00t(1330, 21)=7
m 00t(1331,21)=3




Idee zur Ordnungsbestimmung

B Definiere den unitaren
Operator

U |! = ‘:.‘.1?-{] mod N

m [Mir die Figenwerte gilt
wegen

U lu ~,> =\ |u ~,> — )\]; N A o o27s/k




Diskrete Fouriertransformation

B Definiert als:

B [n Matrixschreibweise:

a 1 om o
F. 7 _'_i lF_l r]Et- 1.|

m F ist unitar, insbesondere ist die

-

Umkehrung moglich




Quantenmechanische FT

B Zahlen werden durch quantenmechanische Zustande
reprasentiert, z.B.:

m Vorteil: simultane Berechnung der
Fouriertransformierten fur die Zahlen =0, 1, ...




Quantenmechanische FT
B Dualdarstellung:

QD e k)]

[=1 k=0




Quantenmechanische FT
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Beispiel fiir 2 Qubits

m Das Gatter sollte folgende Zuweisung realisieren:

Benotigte Information: j1und j2

® Vorgehen:

Falls 2 =0

man den gesuchten Zustand




Beispiel fiir 2 Qubits

B Nun zur Erzeugung von

B Durch die Wirkung des Hadamard Gates auf Jfj§j erhalt

Die nachste Operation sollte nur auf den Zustand 1 wirken
und die Phase mit [EREGEH multiplizieren, falls j2 = 1

und den Zustand vollig unverandert lassen, falls j2=0

m Man verwendet folgende unitare Transformation:




Beispiel fiir 2 Qubits

B Die Rethenfolge der Qubits muss noch umgedreht
werden:




1) + H = R.
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Faktorisierung

Phase Estimation

=

Ordnung finden

=

Phase bestimmen

Die Phase lasst sich nicht unmittelbar messen,
sie spielt aber die entscheidende Rolle bet
Interferenzerscheinungen.

Wir wollen folgenden Zustand erzeugen:




Phase Estimation




Phase Estimation

) U U’ — 1 — |
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Phase Estimation

m [asst sich die Phase in Dualdarstellung genau
hinschreiben:

O = 0.0105...0;

B So ist der resultierende Zustand:

1

\? H 0 + "m0 ‘l] X HU 1 t2m0-¢e-1 bt ‘l] R H 0 1 g"2m0-01 ¢2...0¢ ‘l]




Phase Estimation

B Wende die inverse Fourlertransformation an:

1

H “ —|— E_f.iﬁ.-rr[].r;i'::t ‘l] u:j::] H() _I_ e 1270.0¢t—1 0+ ‘l] [::::] o '::E::' H “ _I_ E-iﬁ-rrlf]_:;"::l h2...0t ‘l]

))

B Messung liefert die Phase




Zusammenfassung
Ja
N gerade? > gjgzzen
@Nem

N Potenz einer Ja
) Faktor
PrlmZ ahl"D :> gefunden

@Nein

Wahle zufallig g<N und prufe ob o, o
ggt(q>N> >1 ngutcl)flen

@Nein




Zusammenfassung

® [inde die Ordnung von q mod N:

Phase Estimation

Inverse Fouriertransformation

j> Messung liefert die Phase ﬁ Ordnung

N Wahle neues g
:> Passende Ordnung? — ‘
e

fertig




